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सम्मिश्र संख्याएँ और द्विघातीय समीकरण | 


(Complex Numbers and Quadratic Equations) 
[ कै 


‘® Mathematics is the Queen of Sciences and Arithmetic is the Queen of 
Mathematics. - GAUSS % 


5. भूमिका (Introduction) 


पिछली कक्षाओं में हमने एक और दो चर को एक घातीय समीकरणों 
का तथा एक चर को द्विघातीय समीकरणों का अध्ययन किया है। 
हमने देखा है कि समीकरण +?+=0 का कोई वास्तविक हल नहीं 
है क्योंकि ५+ । = 0 से हमें +? = - | प्राप्त होता है और प्रत्येक 
वास्तविक संख्या का वर्ग श्रेणेतर होता है इसलिए वास्तविक संख्या 
प्रणाली को बृहद प्रणाली के रूप में बढ़ाने की आवश्यकता है जिससे 
कि हम समीकरण ४?=- ] का हल प्राप्त कर सके। वास्तव में, मुख्य 
उद्देश्य समीकरण ८५ +/४+८= 0 का हल प्राप्त करना है, जहाँ 
D = ७? - 44८ < 0 है, जोकि वास्तविक संख्याओं को प्रणाली में 


ह है W.R. Hamilton 
5.2 सम्मिश्र संख्याएँ (Complex Numbers) (I805-865 A.D.) 





हम कल्पना करें कि ,/] संकेतन ! से निरूपित है। तब हमें 7 -- प्राप्त होता है। इसका तात्पर्य 
है कि ¡, समीकरण ५+ | = 0 का एक हल है। 
८ +} के प्रारूप की एक संख्या जहाँ ८ और वास्तविक संख्याएँ हें, एक सम्मिश्र संख्या 


व —] ५ र हैं 
परिभाषित करती है। उदाहरण के लिए, 2 +73, (-।) + 7/3, 47 i) सम्मिश्र संख्याएँ हैं। 


सम्मिश्र संख्या 2 = ८ +0 के लिए, ८ वास्तविक भाग कहलाता है तथा २०7 द्वारा निरूपित 
किया जाता है और / काल्पनिक भाग कहलाता हे तथा [77 द्वारा निरूपित किया जाता है। उदाहरण 
के लिए, यदि 2 = 2 +5, तब २९८ = 2 और [07 = 5 दो सम्मिश्र संख्याएँ 2, = ० +७ तथा 2, = 
८ +4 समान होंगी यदि ८ = ८ और 9 = 4. 
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उदाहरण ॥ यदि 4%+ (3-५) = 3+ (- 6), जहाँ » और » वास्तविक संख्याएँ हैं, तब + और » 
ज्ञात कोजिए। 
हल हमें दिया है 
Ax+i(3x—-y)=3+i(-6) () 
दोनों ओर के वास्तविक तथा काल्पनिक भागों को समान लेते हुए, हमें प्राप्त होता है 
4४ ८ 3, 3... - ५८5 - 0, 
33 


जिन्हें 3 
जिन्हें युगपत्‌ हल करने पर, &- और ५ = का 


5.3 सम्मिश्र संख्याओं का बीजगणित (Algebra of Complex Numbers) 
इस भाग में, हम सम्मिश्र संख्याओं के बीजगणित का विकास करेंगे। 


5.3.] दो सम्मिश्र, सख्याओ का योग (Addition of two complex numbers) यदि 
८,=०+} और ८,= ८ +4 कोई दो सम्मिश्र संख्याएँ हैं। तब 2, +2, के योग को निम्नलिखित रूप 
से परिभाषित किया जाता है: 
5, + 2, 5 (६+८)+7 (७+), जो कि पुनः एक सम्मिश्र संख्या है। 
उदाहरण के लिए, (2 +73) + (-6+5)= (2-6) +i(3+5)=-4+78 
सम्मिश्र संख्याओं के योग निम्नलिखित प्रगुणों को संतुष्ट करते हैं। 
(0) संवरक नियम दो सम्मिश्र संख्याओं का योगफल एक सम्मिश्र संख्या होती है, अर्थात 
सारी सम्मिश्र सख्याओं 2, तथा 2, के लिए, 2, + 2, एक सम्मिश्र संख्या है। 
(0) क्रम विनिमय नियम किन्हीं दो सम्मिश्र संख्याओं 2, तथा 2, के लिए 
2, $2, =2,+ 2, 
() साहचर्यं नियम किन्हीं तीन सम्मिश्र सख्याओं 2,, 2, तथा 2, के लिए 
Chr nl Sl Ml ME) 
(५) योगात्मक तत्समक का आस्तित्व सम्मिश्र संख्या 0+70 (0 के द्वारा दर्शाया जाता है), 
योगात्मक तत्समक अथवा शून्य सम्मिश्र संख्या कहलाता है जिससे कि प्रत्येक सम्मिश्र 
संख्या ट, 2 + 0 = 2. 
(०) योगात्मक प्रतिलोम का आस्तित्व प्रत्येक सम्मिश्र संख्या 2=८ +0, के लिए हमें 
सम्मिश्र संख्या -८ +7(-) (-2 के द्वारा दर्शाया जाता है) प्राप्त होती है, जोकि योगात्मक 
प्रतिलोम अथवा 2 का ऋण कहलाता है। हम प्रेक्षित करते हैं कि 2+ (-८) = 0 
(योगात्मक तत्समक)। 
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5.3.2 दो साम्मिश्र सख्याओं का अतर (Difference of two complex numbers) किन्हीं दी गईं 
सम्मिश्र संख्याओं 2, और 2, का अंतर 2, - 2, निम्न प्रकार से परिभाषित किया जाता है: 
5, - 2, = द| + (-८,) उदाहरणार्थं (6 + 3) - (2-7) = (6 + 3 )) + (2 + 7) और 
(2-7) + (70-37) 5:- 4-47 


5.3.3 सम्मिश्र सख्याओं का गुणच (Multiplication of two complex numbers) मान लीजिए 
2, 54+ ४9 तथा ८,=८ +4 कोई दो सम्मिश्र संख्याएँ हैं। तब गुणनफल £,.2, निम्नलिखित रूप 
से परिभाषित किया जाता है: 
2, Z,= (ac-— bd) + i(ad + 2८) 
उदाहरण के लिए, (3 +75) (2 +6) = (3%2-5%6)+i3x6+5x2)=-24+728 
सम्मिश्र संख्याओं के गुणन की संक्रिया में निम्नलिखित प्रगुण होते हैं: 
() संवरक नियम दो सम्मिश्र संख्याओं का गुणनफल, एक सम्मिश्र संख्या होती है, सारी 
सम्मिश्र संख्याओं ८, तथा 2, के लिए, गुणनफल 2,, 2, एक सम्मिश्र संख्या होती है। 
(४) क्रम विनिमय नियम किन्हीं दो सम्मिश्र संख्याओं 2, तथा 2, के लिए, 
2, 32, 
(४) साहचर्यं नियम किन्हीं तीन सम्मिश्र संख्याओं 2,, 2, तथा 2, के लिए 
(ट, द) 23 पट 2 EC 2) 
(५) गुणात्मक तत्समक का आस्तित्व सम्मिश्र संख्या +70 ( के द्वारा दर्शाया जाता है), 
गुणात्मक तत्समक अथवा एकल सम्मिश्र संख्या कहलाता है जिससे कि प्रत्येक सम्मिश्र 
संख्या ८ के लिए 2.] = 2 
(४) गुणात्मक प्रतिलोम का अस्तित्व प्रत्येक शून्येत्तर सम्मिश्र संख्या 2 = ८ + 79 


हमें | ु I 
(८ 0, 2 # 0) के लिए, हमें सम्मिश्र संख्या + व ( र अथवा 


47 +09* 
ट! के द्वारा दर्शाया जाता है) प्राप्त होती है, 2 की गुणात्मक प्रतिलोम कहलाती है जिससे 
कि हू, न = | (गुणात्मक तत्समक) 


(४) बंटन नियम किन्हीं तीन सम्मिश्र संख्याओं 2,, 2, 2, के लिए 
(a) 2 CZ, + 2) = 2, 2, + 2 23 
हर, + 2,) 2, = 2, 2, + 2, 2. 
5.3.4 दो सम्मिश्र सख्याओं का भागफल (Division of two complex numbers) किन्हीं दो 


, ओं > ८ 
दी हुई सम्मिश्र संख्याओं 2,तथा 2, के लिए, जहाँ 2, # 0, भागफल कि निम्नलिखित प्रकार से 
2 
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] 


pe 
परिभाषित किया जाता है न 
2 2), 


उदाहरण के लिए, मान लिया 2, = 6+ 3! और 2, = 2 -! 
द ge 7 2 . -(-)) 
-+<|6+3)%--- | - (6+ओ loti 
(6+3]) ES 


= |2-3+7(6+6)| = (9+27) 


5.3.5 7 की घात (Power ofi) हमें ज्ञात हें : 


f= (7° ) [ह्न (-I) | i° = (7° ) क (- 0 = —] इत्यादि, 
हैं र I | हि l 
इसी प्रकार हम और भी प्राप्त करते हैं: ! ह Mo 
3 ] l iw I ] 
हित द्य 
| ——स्—X--=—l, i PRE IEE se | 
? 42% I # ] 


सामान्य रूप से, किसी पूर्णांक & के लिए, 7 = ],/**! = ¡ 7//+2 = _], /**3 = 7 


5.3.6 एक ऋण वास्तविक सख्या के वर्गमूल (The square roots of a negative 
real number) 

ज्ञात है: ? = -] और (-;)? = ? = - ]. इसलिए - ] के वर्गमूल ¡ और - हैं। 

यद्यपि चिह /-], का अर्थ हमारे लिए केवल ! होगा। 

अब हम देख सकते हैं कि 7 और -7 दोनों समीकरण +? + ] = 0 अथवा +? = -] के हल हैं। 


इसी प्रकार, (87) = (v3) or 6 


और [(-5) = (8) P=-3 


2020-2 


सम्मिश्र संख्याएँ और द्विघातीय समीकरण 09 


इसलिए, -3 के वर्गमूल ५/3 । और - +37 हैं। 

फिर से केवल ,/37 को दर्शाने के लिए ही प्रतीक \/_3 का प्रयोग किया जाता है, अर्थात्‌ 
४-3 = 3. 

सामान्यतया यदि ८ एक धनात्मक वास्तविक संख्या है, तब ८ = (व \-] = Nai, 


हम जानते हैं कि सभी धनात्मक वास्तविक संख्याओं ८ और 9 के लिए \/५/५=/4७ यह 
परिणाम तब भी सत्य होगा, जब 4> 0, 7 < 0 या 6 < 0, 9 > 0. 

क्या होगा ? यदि ८< 0, ४ < 0, हम इसकी जाँच करते हैं 

नोट कीजिए कि # = \- \-] = J(-D(-]) = /! ८ जोकि इस बात का विरोधाभास है कि 
2 --] 

इसलिए, /५:८२४७#-/०८०७ यदि ८ और # दोनों ऋण वास्तविक संख्याएँ हैं। 

आगे यदि ८ और # दोनों में से कोई भी शून्य है, तब स्पष्ट रूप से ८ ५=\०७ =0 


5.3.7 तत्समक (॥4॥#९५) हम निम्नलिखित तत्समक को सिद्ध करते हैं: 
किन्हीं सम्मिश्र संख्याओं 2, और 2, के लिए 
( 2, + 2, ) = ट + ट + 22,2, 

उपपत्ति हमें प्राप्त होता है, ( ट +2,) = (2 +2,)(2} +2) 

= (ट, + 2,) 2,+ (2, + 2,) 2, (बंटन नियम) 


= ट +22 + 222 + 2} (बंटन नियम) 


= ट +22) +द।द7 +2८; (गुणन का क्रम विनिमय नियम) 
= 2। +22]22 +22 
इसी भाँति हम निम्नलिखित तत्समकों को सिद्ध कर सकते हैं: 
0) (2-2) 2-222, +2 
i) (al) =2 +3222, + 3222 +2 
(ii) (८-22) = 2-322, +3८२; - 2 
(60) ८-22 =(2। +22) (2 - 22) 
वास्तव में बहुत से दूसरे तत्समकों को जोकि सभी वास्तविक संख्याओं के लिए सत्य हैं, सभी 
सम्मिश्र संख्याओं को सत्यता के लिए सिद्ध किया जा सकता है। 
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उदाहरण 2 निम्नलिखित को ८+} के रूप में व्यक्त करें; 





CSRS) 

हल 06) (5-५) ड] क 0 (-]) = ह +i0 
DO RE SME । 
() ( i) (27) | न — COTO. न छ का 


उदाहरण 3 (5-37) को 4+ 9 के रूप में व्यक्त करें: 
हल हमें प्राप्त है, (5 - 37)! = 53 _ 3 ५ 52 % (37) + 3 % 5 (37)? - (30) 
= ]25- 225 - I35+27i =—I0-— I98/ 
उदाहरण 4 ([-४3+४-2 ) [243 -7) को ८ +b के रूप में व्यक्त करों! 
हल हमें प्राप्त है (-५3+\-2) (243 -;) = [-४३+४2/) (23 -।] 
= -6+MBI+2NG- ०27 = (-6+N2)+N3(I+2N2)i 


5.4 सम्मिश्र संख्या का मापांक और संयुग्मी (TheModulus and the Conjugate 
of a Complex Number) 
मान लीजिए 2=८ + 79 एक सम्मिश्र संख्या हे। तब ट का मापांक, जो । £ | द्वारा दर्शाया जाता हे, को 


ऋणेत्तर वास्तविक संख्या ,/,? +? द्वारा परिभाषित किया जाता है अर्थात्‌ | 2 | = |? ५५2 और 
ट का संयुग्मी, जो ट द्वारा दर्शाया जाता है, सम्मिश्र संख्या ८-0 होता है, अर्थात्‌ हू = ८ - 
3+ |>४३+ = 0, | 2-5 |= 2? +(-5)? = ४29 , 

और 3+ia NF 5i=2+5si, Mis =3i-5 

हम प्रेक्षित करते हैं कि ऋणेत्तर सम्मिश्र संख्या 2 = ८ +0 का गुणात्मक प्रतिलोम 


उदाहरण के लिए, 








| न —b a-—ib < 
= L = A 5, 
a+ib a+b’ a+b’ a+b |z 





23८ 











| 2, होता हे 


अर्थात्‌ दद=| Z| 
अग्रतः किन्हीं दो सम्मिश्र संख्याओं 2, एवं 2, के लिए निम्नलिखित निष्कर्षों को सुगमता से व्युत्पन्न 
किया जा सकता है: 
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_ || 
) | 2 २ |= || ||| 0) ७ | |=, | , यदि | 22 | # 0 
पी) 2,२) = ३। २१ Iv) 2+ 52:०० 
ES 
(५) | र्व | र यदि 2, # 0. 


उदाहरण 5 2-3 का गुणात्मक प्रतिलोम ज्ञात कोजिए। 
हल मान लिया ट = 2-37 

तब टृ =2+3; और | 2 | =2? +(-3)? =3 

इसलिए, 2-37 का गुणात्मक प्रतिलोम 

ट _2+3 2 3 


=+ --† प्राप्त होता है। 
| 2 | I3 ।3 ]3 होता है 


“जज 








ऊपर दिया गया सारा हल निम्नलिखित ढंग से भी दिखाया जा सकता हे; 
| 2 +3i 2+3i 2+3i IF 
2-3 (2-32) (७) 2“-(3/# ०9 ७ I3 ]3 


ह 








उदाहरण 6 निम्नलिखित को ८ +0 के रूप में व्यक्त करें। 


 5+N2i या 
© (i) 7 





SH FN IFN 5+5-/9+ 2-2 


2५ 


हल 0 I पता i-(v2i) 











hi 6Y2i _3(+ ल RN 





॥ 
l 7 ! 
_ 35 
[ —-_—_— = ——_—X- ——T=—i 
() [६ (2) ii i का 
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| प्रशनावली 5.] | 


प्रश्‍न । से 70 तक की सम्मिश्र सख्याओं में प्रत्येक को ८ +0 के रूप में व्यक्त कीजिए। 


3. 
I. (5-३) “i hh | 


4. 3(7+77)+7(7+77) 5. I-n-(-I+7i6) 


° (ड = नन 


8. (-;) 9, (+ अ) I0. (2-५) 
3 3 
प्रश्‍न ।। से ]3 को सम्मिश्र संख्याओं में प्रत्येक का गुणात्मक प्रतिलोम ज्ञात कोजिए। 
II. 4- 3३४ 2. /5+3 3. -४ 


4. निम्नलिखित व्यंजक को ८+ 0 के रूप में व्यक्त कीजिए; 
(3+:/5) (3-45) 
(V3+32i)-(N3-iN2) 
5.5 आर्गड तल और ध्रुवीय निरूपण (Argand Plane and Polar Representation) 


जैसा कि हम पहले से ही जानते हैं कि वास्तविक संख्याओं (» )) के प्रत्येक क्रमित युग्म के संगत, 

हमें % ४ तल में दो पारस्परिक लंब रेखाओं के y 

संदर्भ में जिन्हें «- अक्ष »- अक्ष द्वारा जाना जाता 

है, एक अद्वितीय बिंदु प्राप्त होता है। अर्थात्‌ त 3) कि १) 

सम्मिश्र संख्या :+ ¡ का जो क्रमित युग्म मी 

(%,)) के संगत है, तल में एक अद्वितीय बिंदु 

(५, )) के रूप में ज्यामितीय निरूपण किया जा ECT) 

सकता है। यह कथन विलोमतः सत्य हैँ * o| ४902,0) श 
कुछ सम्मिश्र संख्याओं जेसे 2 + 4/, 


-2+3,06I/%+07, 5-2 और ।-2को ^ १52 i, 
जोकि क्रमित युग्मों (2, 4), (-2,3), (0,7), (2,0), 

(-5,-2) और (।, -2) वे संगत हे 

आकृति 5. में बिंदुओं A,B, C, D, £ और F Y’ 

द्वारा ज्यामितीय निरूपण किया गया है। आकृति 5.7 
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तल, जिसमें प्रत्येक बिंदु को एक सम्मिश्र Y 
संख्या द्वारा निर्दिष्ट किया गया है, सम्मिश्र तल P(x, y) 
या आर्गड तल कहलाता है। 5 x 
आर्गड तल में सम्मिश्र संख्या (४ +7) का 
मापांक बिंदु ?(#,)) से मूल बिंदु 0(0,0) के 
बीच की दूरी द्वारा प्राप्त होता है $77 
(आकृति 5.2)। 

«अक्ष पर बिंदु, सम्मिश्र संख्याओं 
८ +0 रूप के संगत होते हैं और )-अक्ष पर 
बिंदु, सम्मिश्र संख्याओं 0 +0 रूप के संगत 
होते हैं। आर्गड तल में &-अक्ष और -अक्ष 
क्रमशः वास्तविक अक्ष और काल्पनिक अक्ष 
कहलाते हैं। 

आर्गड तल में सम्मिश्र संख्या 2 = ५ + ¡ और इसकी संयुग्मी 2= +) को बिंदुओं 
P(«, +) और ९४, -)) के द्वारा निरूपित किया गया है। ज्यामितीय भाषा से, बिंदु 
(४, -)) वास्तविक अक्ष के सापेक्ष बिंदु (४, ५) का दर्पण प्रतिबिंब कहलाता है (आकृति 5.3)। 





> x 


YY 
आकृति 5.2 


Y 
पा (x, y) 
x 
हे ०0 
, Q (x, -y ) 
है 
आकृति 5.3 


5.5.]/एक सम्पिश्र सख्या का ध्रुवीय निरूपण (Polar representation of a complex 
7/७९7) माना कि बिंदु 7. ऋणेत्तर सम्मिश्र संख्या = ४ +) का निरूपण करता है। माना कि दिष्ट 
रेखाखंड 07 की लंबाई 7 है और 6 वह कोण है जो 0, *-अक्ष की धनात्मक दिशा के साथ 
बनाता है। 
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हम ध्यान दें कि ? वास्तविक संख्याओं के Y 
क्रमित युग्म (7, 6) से अद्वितीय रूप से निर्धारित P(z) 
किया जाता है। (7, 6) बिंदु ? के थ्रुवीय निर्देशांक ee 
कहलाते हैं आकृति 5.4 देखिए। 9 
हम मूल बिंदु को भ्रुव तथा «अक्ष की धन दिशा X ठ Xx 


को प्रारंभिक रेखा मानते हैं। 

यहाँ += # ०05 0, ५ = 7 ऽ॥ 0 और इसलिए 
Z=r (Cos 0+ sin 0), सम्मिश्र संख्या का ध्रुवीय 
रूप कहलाता है। यहाँ 7=,/+? +)? =|द| को 2 Fe 5. 
का मापांक कहते हैं और 6, सम्मिश्र संख्या का 
कोणांक या आयाम कहलाता है तथा कोणांक 7 से निरूपित होता है। 

किसी सम्मिश्र संख्या #0, 0206 < 27 में 6 का केवल मान संगत हैं। फिर भी, 27 की 
लंबाई के किसी दूसरे, अंतराल के लिए, उदाहरण के तौर पर -7 < 6< 7 इस प्रकार का एक 
अंतराल हो सकता है। हम 9 का ऐसा मान, जिसमें की -7< 0 < 7, ट का मुख्य आयाम कहलाता 
है और आष्ट 2 से निरूपित किया जाता है। आकृति 5.5 और 5.6 देखिए। 


Y lc पी Y Y Y 
0 
/ ns X ww! £ ५ XX! ‘= किक १ 
Xx’ <— हू > X’ र X X’ €— 77 xX ग्ट 
0 
ए ए 
8 Y’ vy’ vy’ 
(i) 


(ii) (iil) (iv) 


आकति 5.5 (0 <9< 27 


Y 
Xx’ "ले ठ XX! से X' 7 X ‘= > 


Y f 
(i) (Ii) (iil) (Iv) 


आकृति 5.6 (-77:< 6 < 70 ) 
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उदाहरण 7 सम्मिश्र संख्या 2 =।+7/3 को ध्रुवीय रूप में निरूपित कीजिए। 


हल माना ]=7cC०$9, ५3 --#$ 0 
दोनों तरफ का वर्ग करके और जोड़ने पर हमें प्राप्त है, 


Fr" (cos? 0+ sin” 0) =4 


) ए०(,45) 
अर्थात्‌ „~= ४4 = 2 (प्रतिदर्श रूप से, 7 >0) 
7°) Be 
इसलिए COS 0 — 2 sin 0) ८ रा हर <— 5 -> 
Tt 
इनसे प्राप्त होता है ९= का 
3 
आकृति 5.7 
T .. गए 
इसलिए अपेक्षित श्रुवीय रूप 2=2 [००५ ट + 5] ते 
सम्मिश्र संख्या संख्या को आकृति 5.7 में दर्शाया गया है। 
| —6 न/ह 
उदाहरण 8 सम्मिश्र संख्या न पत को श्रुवीय रूप में रूपांतरित कोजिए। 
5) Y 
दी हुई सम्मिश्र संख्या el TR i\3 FN 5 
RP (+i  I+IBN-i3 0 
xX’ ठ Xx 
-I6(I-i3) -I6(I-iN3) 
= TOTS नई rm 
I (3) I+3 है 
आकृति 5.8 


-4(]- 7\/3) =-4+।43 (आकृति 5.8) 
माना —-4=rc0s0,A4J3 =rsin0 
दोनों ओर वर्ग करके और जोड़ने पर हमें प्राप्त होता है [6+48 = 7 (८०४१0 + $in°0) 


जिससे हमें प्राप्त होता है, 7? = 64, अर्थात्‌ #- 8 


Tt 2f 


] v3 
इसलिए SO=T, sl -- --- 05८7 
, COS 0 2! In 0 5 ३ञ 3 
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df ET 
इसलिए, आवश्यक श्रुवीय सूप = $ |e S ष्च +isin | 


| प्रशनावली 5.2 | 


प्रश्‍न । से 2 तक सम्मिश्र संख्याओं में प्रत्येक का मापांक और कोणांक ज्ञात कीजिए: 


hh lis 2. 2=- 43 +i 

प्रश्‍न 3 से 8 तक सम्मिश्र संख्याओं में प्रत्येक को श्रुवीय रूप में रूपांतरित कीजिए: 
ह |= 4. >> कय 5 l= 

6. -3 7. J3+i 8. ! 


5.6 द्विघातीय समीकरण (Quadratic Equations) 


हमें पहले ही द्विघातीय समीकरणों के बारे में जानकारी है और हमने उनको वास्तविक संख्याओं के 
समुच्चय में उन स्थितियों में हल किया है जहाँ विविक्तकर > 0 है। अब हम निम्नलिखित द्विघातीय 
समीकरण के बारे में विचार करते हैं: 
4८४४ + ॥* + ८ = 0 जिसमें ८, ७, ८ वास्तविक गुणांक हैं और ८0 
मान लीजिए कि ४? - 44८ < 0 
हम जानते हैं कि हम सम्मिश्र संख्याओं के समुच्चय में ऋणात्मक वास्तविक संख्याओं के वर्गमूल 
निकाल सकते हैं। इसलिए उपर्युक्त समीकरण के हल सम्मिश्र संख्याओं के समुच्चय में हैं जोकि 
r= —-brt ४b? -4८/ 09 - 4642८ # -9+: ४4५८-5? Agc—b i द्वारा प्राप्त होते हैं! 
2a 2a 
| #= टिप्पणी | यहाँ पर, कुछ लोग यह जानने के लिए उत्सुक होंगे, कि किसी समीकरण में कितने 
मूल होंगे? इस संदर्भ में, निम्नलिखित प्रमेय को उल्लेख (बिना उपपत्ति) के किया गया है जिसे 





“बीजगणित की मूल प्रमेय' के रूप में जाना जाता है। 


“एक बहुपद समीकरण का कम से कम एक मूल होता है”। 

इस प्रमेय के फलस्वरूप हम निम्नलिखित महत्त्वपूर्ण परिणाम पर पहँचते हैं। 
“7 घात की एक बहुपद समीकरण में # मूल होते हैं।” 

उदाहरण 9 ७४ + 2-0 को हल कोजिए। 

हल : हमें दिया है +2 = 0 

या x ८ - 2 


अर्थात्‌ + = +/-2 = +2 
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उदाहरण ]0 + +*+।=0 को हल कीजिए। 
हल यहाँ ४-44८ = 4 l%l=l-4=-3 


=| /-3 [ॐ J3i ड 


इसलिए, इसके हल + = 
FUE SN CE 2 





उदाहरण ] «5४ +५+/5 =0 को हल कीजिए। 


हल यहाँ, समीकरण का विविक्तकर |? 4%/5»/5 = । - 20 -- 9 है। 
इसलिए इल ५2-५ ३ 
इसालए ह 25 25 | 


| प्रश्नावली _5.3 | 


निम्नलिखित समीकरणों में से प्रत्येक को हल कीजिए: 


I. x+3=0 2. 2x +xX+ls=0 3 x S3x+9=0 
4. i Fi =2=0 5. (x + 37 5 9) -- () 6. W-_x+2=0 
7. Vx +x+N2=0 8. उ /, 3 =} 
2 l 2 जे 
x + ४ ++-- 55 0 x +-+-5 + | 5८5 () 
9, ठि I0. no 
विविध, उदाहरण 
(3-27) (2+ 3) ला 
उदाहरण 72 `]; 7/2, का संयुग्मी ज्ञात कीजिए। 


ह्ला येला (3-2)(2+3) 6+9i—4i+6 [2+5 (4-3 
हल लही न 2M भ AH 4 





_ 48-36i+20i+5 63-I6; 63 _]6 


र 


I6+9 25 25 25 


3-27) (2+3) क 63 I6 
इसलिए 77) (2 _ 7) का 2525 ' है 
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उदाहरणा 3 निम्नलिखित सम्मिश्र सख्याओं का मापांक एवं कोणांक ज्ञात कीजिए। 





[कं मिड, 
हल, पी 
हमे I+i lI+i I+i I-I+2/ 
हल हमें प्राप्त है, = -- ५ = -i=0+i 
I-i lI-i l+ |[+] 
अब, O=rcos0, I=rsimnQO 


दोनों ओर वर्ग करके जोड़ते हुए हमें प्राप्त होता है, 7? = । अर्थात्‌ „= । तथा 
cos 0८0, 805८5 | 


Tt 


इसलिए, oe 
2 


I+7 | कीला Tt 
इस प्रकार Fr - का मापाक ] हे तथा कोणांक 2 होगा | 
नं 


Ii Ii és 
+i त+)0-) Iie 2 


] ] 
मान लीजिए. 7 =r COS 0, - 7 =rSINO 


भाग () की तरह हम प्राप्त करते है, 


इसलिए 0 = 


J ` ] क जाक ठ Tt 
--- काचेमापांक 75 तथा कोणांक --- है। 
| ¥i ५2 4 है 


a+b 
उदाहरण ]4 यदि ++) = „ऊ है तो, सिद्ध कीजिए कि +? + )? = | 


रे ड _ _(a+ib)(a+ib) a°-b'+2abi ०-४ ,_2ab_ 
FT TTT TD (a-ib(a+ib) 7 ay Tab sp 
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4-४ Dab 
इसलिए, + - 7५८ ह 05 f 





| (ab), 442: 
इस प्रकार x+y =(+iy)G-tiy)= (a+b oe ) (4? लह ) 
(42 +p? )2 
° (abby: 
उदाहरण ।5 0 का वास्तविक मान बताइए, जबकि 
3+2isin0o है 
-ळरद्भा6 मात्र वास्तविक हैं। 
हमें है 3+2isin0 (3+2isin0) (l + 2isin9) 
हल हमं प्राप्त है, 7,0 = (I —2isind) (I+ 2isin0) 
3+6isind+2isin9—4sin”9 
ड l+4sin”9 
3—4sin9 p 8 sind 
. I+4sin’O l+4sin0 


दिया हुआ है कि सम्मिश्र संख्या वास्तविक है। 


इसलिए र 0 अर्थात्‌ ऽ =0 
FIIs I+4sin’9 . ‘i 
अत 0 = nT,nEZ. 


| -] मे 
उदाहरण ॥6 सम्मिश्र संख्या 2 = ज ्I को श्रुवीय रूप में परिवर्तित कोजिए। 


COS —+isin— 
3 3 


j= 














हल हमें प्राप्त है, 7 = उडि 
— Fl 
9. 5 
_2G-D I-43i _2(i+43-I+53i) B-I ME 
I+ I-3i [हिः © 2 
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3 


मान लीजिए, जि = rCOS0, ह =r Sin 
दोनों ओर वर्ग करके, जोड़ते हुए हमें प्राप्त होता है, 


2 (न , २>को | _2 [ 3) + ) es 

















2 2 4 र 4 = 2 
अर्थात्‌ „= 2 इससे 
२5 RE 
COSO=—_———, SINO = 
कर उठ पराप्त होता हे 
इसलिए 0 Tr. ॥ Sr (क्यों ?) 
4 6 
ST .. 537 
अर्थात्‌, v2 CF +? in ध्रुवीय रूप है। 
ह [2 ]2 
अध्याय 5 पर विविधे प्रशनावली 
I\25 3 
I. |!" | | का मान ज्ञात कोजिए। 
2. किन्हीं दो सम्मिश्र संख्याओं 2; और 2, के लिए, सिद्ध कीजिए: 
Re (Z, Z,) = Rez, Rez, — Imz, Imz, 
] 2 3-47 में 
3. | गणाः ग] ल्क को मानक रूप में परिवर्तित कोजिए। 
,. a+b 
4. यदि ४-४» तो सिद्ध कीजिए कि (* +2) = क 


5. निम्नलिखित को ध्रुवीय रूप में परिवर्तित कीजिए: 


WR I+3I 
कफ अला 
0 (2S) I-72, 
प्रश्‍न 6 से 9 में दिए गए प्रत्येक समीकरण को हल कीजिए: 
g) 
6. 3x’ -4:+=0 7, x -2x+7=0 
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I0. 


II. 


2. 


I3. 


4. 


I5. 


6. 


I7. 


I8. 


I9. 


20. यदि 


सम्मिश्र संख्याएँ और द्विघातीय समीकरण ।2! 
2 _ _ 9 ह __ 
2Jx —lOx+lI=0 lx —28x+I0=0 


टु, +2; +] 


i AE कीजिए 
2-2, म॥| का मान ज्ञात कोजिए। 


यदि 5. 5 2-7, 2, ८ | + 








सिद्ध कीजिए कि, ०५४०३ 7५ 
Pa | (2x +) 





यदि ८ +} = 


माना 2, = 2 -¡, 2, = -2 +, निम्न का मान निकालिए। 


(i) Re 5 (i) Im (न) 
2, 22] 


I+27 , कण 
सम्मिश्र संख्या जहा का मापांक और कोणांक ज्ञात कीजिए। 


यदि (५-7) (3 +57), -6-247 को संयुग्मी है तो वास्तविक संख्याएँ ५ और » ज्ञात कीजिए। 
I+i ]-i 


।-7 ]4.7 का मापांक ज्ञात कोजिए। 


यदि (2 + 7) = ४ + 7०, तो दशाईए कि x =4(x -y°) 


3-0० 


यदि ७ और $ भिन्न सम्मिश्र संख्याएँ हैं जहाँ | |=।, तब ||-69| का मान ज्ञात कीजिए। 








समीकरण |। -/ | = 2* के शून्येत्तर पूर्णाक मूलों की संख्या ज्ञात कौजिए। 


यदि (८ +b) (c + id) (e+if)(g+ih=A+iBह 
तो दर्शाइए कि (०? + ४?) (८? + 4?) (८? +f) (g? +h) = A? + 82 


॥ Im 
दि | | = , तो का न्यूनतम पूर्णाक मान ज्ञात कीजिए। 
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गणित 


सारांश 


@ ८+ के प्रारूप की एक संख्या, जहाँ ८ और # वास्तविक संख्याएँ हैं, एक सम्मिश्र संख्या 
कहलाती है, ८ सम्मिश्र संख्या का वास्तविक भाग और ७ इसका काल्पनिक भाग 
कहलाता है। 

& माना 2, = ८ + और 2, = ८ +4, तब 
GET “i, CN (0 की (270) 

(I) ZZ, = (ac- bd) +i (ad + bc) 
& किसी शून्येत्तर सम्मिश्र संख्या = ० +0 (८ ॐ 0, 2 # 0) के लिए, एक सम्मिश्र संख्या 


“हू 5 पड, का अस्तित्व होता है, इसे 7 
DT अस्तित्व होता हे, 





-या ट! द्वारा निर्दिष्ट किया जाता है 
८६ 
ओर 2 a - T 0 

और 2 का गुणात्मक प्रतिलोम कहलाता है जिससे कि (८+) | ०5/5 कि ५2 
= | +0 - प्राप्त होता है। 

& किसी पूर्णांक £ के लिए, /४ = ], (६ & 7, `? = | 7 ३ =} 

७ सम्मिश्र संख्या 2 = ८ +0 का संयुग्मी ह द्वारा निर्दिष्ट किया जाता है और ट्र = ८-0 
द्वारा दर्शाया जाता है। 

& सम्मिश्र संख्या = + +7) का ध्रुवीय रूप 7 (८०७ +78 0), है, जहाँ 7 = J+ y? |x? + y? 


) कोणांक 
कोना कहलाता है।) 0 का 
Fr Fr 


मान, जिससे कि -7 < 0 <7, ट का प्रमुख कोणांक कहलाता है। 
& एक 7 घातवाले बहुपद समीकरण के 7 मूल होते हैं। 
& एक द्विघातीय समीकरण ०५ +/४+८=0, जहाँ 6, b,c € 7२, 4# 0, 9? - 44८ < 0, 


SE J4ae—b? _ 2 हैं 
के हल * = गिल के द्वारा प्राप्त होते हैं। 


d 


ऐतिहासिक पृष्ठभूमि 


यूनानियों ने इस तथ्य को पहचाना था कि एक ऋण संख्या के वर्गमूल का वास्तविक संख्या 
पद्धति में कोई अस्तित्व नहीं है परंतु इसका श्रेय भारतीय गणितज्ञ Maha४ira (850 ई०) 
को जाता है जिन्होंने सर्वप्रथम इस कठिनाई का स्पष्टतः उल्लेख किया। “उन्होंने अपनी 
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